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INVARTANT1I PER TRASFORMAZIONI PUNTUALI
REGOLARI DEI RAMI SUPERLINEARD ORDINARII
DELLE CURVE ALGEBRICHE PIANE

Nota del dott. Carno Frnrcr Mawara

(presentata dal M. . Osear Chisinj il 2 maggio 1944)

’

Sunto. — Si dimostra che i rami superlineari, di ordine maggiore
di 3, delle curve algebriche piane posseggono degli invarianti per tra-
sformazioni puntuali regolari, invarianti che sono in numero finito ; ei
si limita per ora a trattare il caso dei rami di elasse 1. Si deducono
aleune proposizioni relative alla trasformabilitd di dwe tali rami uno
nell’altro.

§ 1. - In una mia ricerca, in corso di elaborazione, sui
piani mualtipli mi si é presentato il problema di ridurre ad alcuni
tipi fissi 1 rami superlineari delle curve algebriche piane, con
particolare riguardo ai rami di classe 1 (ordinarii). Nei tentativi
di risoluzione del problema propostomi sono venuti alla luce al-
cuni risultati sui rami superlineari d ordine ~> 3 (). I risultati
sono 1 seguenti: .

1°) I rami superlineari ordinarii di ordine 4 posseggono
un invariante relativo di fronte alle trasformazicni puntuali re-

(") Lo studio projettivo degli elementi differenziali aon regolari &
in gran parte ancora da farsi. Per elemensi differenziali non regolari
s'intendono quelli che pur appartenendo a rami lineari presentavo nel
loro centro un flesso {ordinario o di specie superiore) o un punto se-
statbico o altre singolarith L sono pure elementi non regolari quelli
appartenenti a rami non linear.

Il prof. ViLra mi comunica che il prof. BoMPraxy, in un corso di
Dispense litografate (dal titolo: Geometria projettiva differenziale, Roma
1942), al quale non venne data alenna diffusione nel campo scientifico,
espone risultati nmuovi, fra cui appunto lo studio del primi casi degli
elementi non regolari: elementi di flesso di specie superiore, elementi
cuspidali.
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golari (dette anche brevemenfe puntuali), ossia si pud formare
con 1 coelficienti dello sviluppo in serie di Puisenx di un tale
ramo uin’espressione che o rimaune invariata o al wassimo viene
moltiplicata per uuna costante guando si sottoponga il ramo stesso
ad una trasformazione regolare.

2°) I rami superlineari ordinarii di ordine maggiore di 4
ammettono almeno due invarianti relativi e qunindi almenc un in-
variante assoluto, costruito con essi.

3% Perché due rami ordinarii dello stesso oxdine 7 siano
trasformabili uno nell’altro mediante una trasformazione regelare,
& sufficiente che i loro sviluppl coincidano fino ad un termine ben
determinato, dipendente da 7.

Dard nei seguenti §§ la dimostrazione delle proposizioni che
ho enunciate, traendone le conseguenze immediate che mi sem-
brano pitt notevoli (*).

§ 2. - Sia dato un ramo superlineare y del IV ordine di
classe 1 (ordinavio); assumendo, come & sempre lecito, la fan-
gente a » come asse delle 2, il ramo » viene rappresentato da
una gerie di Puiseux del tipo

2
i

i t— 4=
1) y=a, * fa,2 ¢4 a2 44 ... cona, #O0.
Sottoponiamo ¥ ad una trasformazione puntuale regolare che
lasei ferma la direzione della tangente a » stesso nella sua ori-
gine. Le formule di tale trasformazione saranno date da

X =@ Jf oy + a20w2 + Uy, 2y #_ a02y2 _l'

. con @, 40e b,7=0.
Y= bm?/ -+ bﬁa”“Z -+ buw\z/ “'1|' bog.‘lﬁ *} 1 "

Sussiste 11 seguente
Teoreme 1. - Quando si sottopone y ad una trasformazione
del tipo (2) I’ espressione

(3) I=1la}? -10a, a,,

rimane invariata o al pit si riproduce moltiplicata per una co-
stante che dipende solo dalla trasformazione.

(*) Nei nostri discorsi consideriamo essenzialmente rami di curve
algebriche ma le conclusioni valgono ovviamente per qualunque ramo,
poiché nel campo differenziale ogni ramo pud essere sostituitc da una
curva algsbrica convenientemente approssimaute.
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Per dimosirare questo teorema osgerviamo anzitutto che una
trasformazione del tipo (2) si pud sempre ottenere mediante l’ap-
plicazione successiva di una opportuna trasformasione del tipo

s . 2 | . 4,2
) Xm=o 4 oy, & + a 0Y + @y + oo

7, ) 9 ! 2
(1*3’%_ /jeom ’+'ﬂumy+ﬂo‘z?/ ’{'_

e della proiettivits
() X=a,u+ a,y
) = by, y

ed a sua volta la prolettivity (D) si pud ottenere come prodotto
di proiettivity elementari dei tipi

X=a+hy X . X=awx
(6) ) (8)
== y Y=10y Y=y

Basterd quindi provare il teorema per le trasformazioni dei
tipi (4, (6), (7), (8),
) Ora per le trasformazioni del tipo (7) D’espressione I viene
moltiplicata per 5%, mentre per guelle del tipo (8) viene moltipli-
cata per a—3. Rimane a provare il teorema per le trasformazioni
dei tipi (4) e (6). Conviene a tal fine scrivere il ramo » in forma
parametrica ponendo

EI—"}
o

Yy =, (4 a1 g 0T e
Sostituendo nelle (4) per le (9) si ottiene

g}{_z* gy 1P

(10) ' . :
XY =a,0 4 a,t® -}-a,l" -} ...

Si pone poi X = T* con il che risulta
{11) T=t+u+a+...;

si inverte la serie (11) e si sostituisce nella seconda delle (10)
enendo 1’espressione di Y in serie di potenze di T con dei coef-
cie ti A; che coincidono con gli ¢; fino ad «, incluso.
Per le trasformazioni del tipo (6) il procedimento dimostra-
“ivo & perfettamente analogo a quello che ci & servito nel caso
e “rasformazioni del tipo (4). Ci digpensiamo dal riprodurre
e’ ro particolari i calcoli, un poco pitt laboriosi, che danno i
coefficienti Aj della serie che rappresenta Y.
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Rimane dunque completamente dimostrato il nostro teorema.
Come conseguenza immediata di esso possiamo enunciare il se-
guente

Corollario - I ramil superlineari ordinarii di ordine 4 si
dividono in due classi: quelli per cul I =0 e quelli percui I £ 0
e non & possibile trasformare un ramo di una classe in uno del-
Valtra con trasformazioni regolarl. In particolare non & possibile
ridurre un ramo qualungue al tipo semplice ‘

.J-i:a/v,;';.

§ 3. - Per i rami di ordine maggiore di 4 mi lhniterd a
trattare il caso dei rami del V ordine, caso che d’altronde é
del tutto caratteristico.

Dato un tale ramo

2 3 -

H— 14— 4~ 1=
(12) y:(z1x+0—1'—(¢2w Sba,x 5 ba,m 24 ... cona, =0

possiamo ripetere in modo perfettamente analogo i ragionamenti
fatti nel caso precedente. La sola differenza é che ora si dauno
due espressioni invarianti relative

-

(13) . J=13a® — 124, a,;
(14) K=27a%a,—63a,¢,a, 1 35a,°.

Ora per trasformazioni del tipo (7)la J e la K vengono mol-
tiplicate vispettivamente per 5 e b°, mentre per trasformazioni
14 24
del tipo (8) vengono moltiplicate rispettivamente per a ° ed @ ».
E quindi immediato il seguente ’
Teorema II - 1. espressione

(15) U= J#/K®

& un invariante assoluto del ramo (12) per trasformazioni del
tipo (2).

Analogamente a quanto abbiamo fatto nel caso precedente
possiamo anche qui {ar seguire al teorema il

Corollario - Condizione necessaria perché due rami super-

lineari ordinarii del V ordine siano trasformabili uno nell’altro
é I’uguaglianza dei rispettivi invarianti U.

§ 4. - Dimostriamo ora il terzo fatto enunciato al § 1. Siano
dati due rami superlineari dello stesso ordine 7 : un ramo y dato da



INVARTANTI PER TRASFORMAZIONL, RGC. o

. vy X .
(16) y=a, o " a,w M -b
ed un ramo I' dato da
1 2
14 - 1 —
(17) Ve A, X T A T

Sussiste il seguente

Teorema I[L - Se & a;y== Aj per tutti i valori di 7 da 1
ad 7 (n — 2) escluso, esiste una trasformazione regolare che
muta p in [ ed & fornita da formule del tipo

X=u

(18) YT
=F(z,y)

dove F indica una fanzione analitica delle due variabili z, y
regolare nell’intorno del punte » = 0, y = 0. Per dimostrare il

“nostro teorema in generale basta evidentemente dimostrare che
un ramo » di tipo fissato, per es. avente tutti nulli i coefficienti
Aa ¢um— compreso in avanti, pud sempre essere trasformato in
ur ramo /7 qualanque.

A tal fine poniamo X = z; viene cosl stabilita una corri-
spondenza biunivoca tra le parallele all’asse 4 e quelle all’asse V.
Su due parallele corrispondenti 1 rami p» e I' determinano n punti
clascuno; ora ¢ sempre possibile determinare Y come funzione
razionale intera di grado » — 1 in y in modo che, quando y
prende 1 valori gy, y,, ... yn determinati da » su una parallela
all’asse y, Y prenda i valori Y,, Y., ... Y, determinati da " sulla
corrispondente parallela all’asse Y.

I cocfficienti di tale funzione razionale iniera sono natural-
mente funzioni di 2 ; se si scrivono tali coefficienti servendosi
della formula che di la parabola interpolatrice d’ordine n — 1
sotto forma di determinante

ARV 3/2 vy 1 1‘
' Y O T 1:
) Y v, veov 4
.1 n-1 2
Yn no Ot yn ‘/n 1

st verifica che, nelle ipotesi da noi poste, essi sono funzioni re-
.golart di a.
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Eseguiamo i calcoli per il caso particolare di n = 3, d’altronde
del tutto-caratteristico. Sia dunque il ramo y dato da
2
14— 14— .
(20) y=a© 3 4 A, % 3 con @, :/_ 0
red il ramo /7 da
! 2 143 Cot
3 ST ; Ky Ty
21) ¥Y=0,X *+,X 3 43a0,X 3 +6X 34 ..
Ponendo X = = e scrivendo le (20) e (21) sotto forma para-
metrica otterremo
2= X=1{"
s y=a '+ a, ¥
Y =y 4 a b e L) =y L)

indicando con J una funzione olomorfa della 4.
v, ¥, Y, Y, souo dati da

In guesto easo i valori y, v,

‘ Yy =4 - a, £ S -le =y, 4 le‘/.(z)
?yz—_-—sﬂ,lﬁ;a"'a‘,‘t“ Y, =y, +.7(ct)
L ys = et wa,l e Y=y, + . /(=0

dove si & indicata, come al solito, con ¢ una radice cubica del-
I’ unita.

Serivendo per il nestro caso la formula (19) e sviluppando 3l
determinante abbiamo

(22) AY - O,y -

Coy- G=0

dove A, C,, O,, C, sono funzjoni di ¢, vseia di o, di cul importa
esaminare il comportamento per x che tende s zero,
Eseguendo 1 calcoll si trova

A =k h % =kt A Ryt
VO, ==h, " — 0 =Bt b, ot
; C,=m " +m, ™+ ... = ot b o,

C, = g U — n, 2t 4o

dove per evidenti ragioni di simmetria, la ¢ compare solo ad
esponents imultiph di 3, e dove %, k,, h, h,, m, n,, n, sono
costantl che non ci interessa determinare: importante & solo il
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fatto che tanto %, che m, sono certamente diversi da zero. Se ova
dalla (22) ricaviamo Y otteniamo

Y:Bsyﬁ _LL_ Bly +’ Bo

dove Bi= — C;/A e, per i risultati dei nostri calcoli, le B sono
funzioni regolari di @ nell’intorno dello zero e tali che, tendendo @
a zero, B, tende a zero e B, ad un limite finito certamente di-
verso da zevo. A

Considerazionl perfettamente analoghe, con la sola differenza,
della grande laboriositd dei calcoli, si possono fare per ogni va-
lore di n. Ne segue che, per il caso dei vami y e I" che abbiamo
considerati, le formule della trasformazione (18) sono date da

Xo=ww
Y =B, + B,y + B,y ... Buyt

dove B, B, ... By—4 sono funzioni regolari della @ nell’intorno
dello zero e tali che, quando i tende a zero, B, tende a zero
e B, ad un limite non ullo.
Da quesio teorema possiamo travre immediatamente il seguente
Corollurio - Un ramo superlineare ordinario possiede un
numero finito di invarianti per trasformazioni regolari.

§ b. - Rimarrebbe il problema di determinare la trasforma-
zione regolare che muti uno nell’altro due rami del IV ordine
nell’ipotesi, presumibilmente vera, che due tali rami, apparcenenti
alla stessa classe, s1 possano sempre trasformare uno nell’altro,
ossia che I’ essere per due rami contemporaneamente I = 0 oppure
I 54 0 sia condizione non solo necessaria ma anche sufficiente per
Pesistenza di una trasformazione che li muti wno nell’altro.

Analogo problema rimane per il caso di due rami del V or-
dine nell’ipotesi, anch’essa presumibilmente vera, che per due
rami D' uguaglianza dei relativi invarianti U sia condizione non
solo necessaria ma anche sufficiente per 'esistenza dl una tra-
sformazione regolare che li muti uno nell’altro.

Mi riprometto di ritornare sull’argomento per precisare questi
punbl e per esaminare pid particolarmente 1 casi dati dai valori
dell’ordine maggiori di 4 e 5.
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